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Abstract 
In this note we show that if A = B + iC is normal operator, then tbr some decom- 
position of the lililbert space f t .  ()iH,~ ~ B[tlt :~ 11tt,_ is an approximant of A in the class 
of operators with spectrum in [(k I]. ~ 1999 Elsevier Science Inc. All rights reserved. 
I. Introduction 
L'approximation d'un opdrateur lineaire bornd sur un cspacc de Hilbert par 
des op6rateurs positifs a 6t6 6tudi6e dans [1] par Haimos. Cette 6tude a 6t6 
prolong6e par Bouidia dans [2,3.7], en donnai~t des conditions ndcdssaires ct 
suffisantes de i'ur, icil6 de l'approximant positif d'un op6rateur normal en 
norme !!" I1 ,. 
Cependant Bhatia ct Kittaneh ont 6tendu. darts [4]. le r6sultat de Bouldin 
aux id6aux bilat~res propres de L(It), munis de leurs normes symdtriques ([5]. 
p. 68), en montrant que si .,t = B + iC est un operateur normal et B' est la 
partie positive de l'op6rateur auto-adjoint B, alors 
IA - -B ' I I ,~ IA  -P I ,  
~our tout op6rateur positif P E L(H) et pour tout ideal bil~,t~re propre 
.¢ ~- L(H). Dans cette note, nous nous int6ressons au probl/zme de l'approxi- 
t~ation positive ,:ontractante pos6 par Halmos ct 6tudid par Achouri ~.;n ormes 
usuelle et classt:, trace [6]. 
01)24-3795199/$ ..ee frcn"~ matter © 1999 Elsevier Science Inc. All rights reserved. 
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En s'inspirant de l'id~e de Bhatia et Kittaneh, nous montrons que si 
A = B + iC est un op6rateur normal,  F(.) la mesure spectrale de I 'op6rateur 
auto-adjoint B et H = H0 .~ Hi +/--/,,, avec 
H,) = F(] - vc,0[))H, H. = F([0, 1D et H_~ = F([l,cx:[). 
Aiors 01H. + BIH~ + 111-12 est un approximant positif contractant de A. 
Notations. Soit A un opdrateur de L(H), on ddsigne par IAI, Re A et Im A les 
op6rateurs (A'A) l/" (A" + A)/2 et (A" - A)/(2i) respectivement. Les parties 
positive et n6gative de A sont d6finies par A + - (IAI + A)/2 et 
.4 = ( IA I -  A ) /2 .  
D~finition. Soient (.,¢. II" II, ) un id6al muni de sa norme sym6trique ([5], p. 68), 
A tm op6rateur born6 et Pun  op6rateur positif contractant (i.e. O ~ P ~ I), tels 
que ,,t - P E .¢. On dit que P est approximant positif contractant de A, norme 
II" II ~. si 
i lA-  PI{, ~ l lA -  R I~ 
pour tout opdrateur positif contractant R tel que A - R .~ .¢'. 
Lemme I. Soi l  A : B + iC un tq)&ateur normal  tel qm, B >~ I. Ahn's Ies t  un 
al,l, rox imant  l ,os it( f  contractant  de A. en m)rme 11 [[~. 
Prcuve. Si P cst tm opdrateur positil" contractant tel quc A -  P E .¢, alors 
I'opdrateur normal A - / cs t  compact. Nous pouvons choisir une base ortho- 
norm6c (e~) relic quc 1..I - I)e, = ~,e, ct I:~,1 = s,(,.I - l ) . j  - 1.2 . . . .  oh ies 
s,(A - / )  sont les valeurs singuli~res de A - I. rang~es dans i 'ordre dicroissant. 
Pour tout entier/,- >i I, on a 
1t.4 - Z l l ,  = y~. l (gO - Z)e,.e,> + i (Ce, .e , ) l  
! I 
et comme B - P >i B - ! 1> O, pour tout opdraleur posit[f contractant P, alors 
k 
~~I((B - I)e,.e,) + i)Ce,, e,)[ <~ ~.~I((B - P )e , . , ' , /+  i(Ce,, e,)l. 
t I p I 
il rdsulte que 
I1..I - tll~ ~ 11.4 - t'll~, k = I. 2 . . . .  
En utilisant le lemme de Ky. Fan ([5], p. 82) on obtient que 
11,4 - II1~ ~< I1,~ - P i !~ 
pour tout opdrateur positif contractant P. r-1 
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Remarque. Dans la preuve du Lemme 1, A - I est compact provient du fait que 
B - I et C = Re(A - P) sont compacts (B - P >f B -  I et B - Pes t  compact). 
Th~ori~me 1. Soient A = B + iC un opHateur normal, F(.) ia mesure spectrale de 
l'opHateur auto-adjoint Bet  H = Ho ® Hi • 1-12, avec 
Ho=F( ] -oo ,  OD)H, H,=F( [0 ,1D et /-/2=F([I,e~zD. 
Alors 0IH o @ BIHi • 1114,_ est un approx#nant positif contractant de A en norme 
I1.11~. 
Preuve. Si Pes t  un opdrateur positif contractant, il s'dcrit, suivant la ddcom- 
position H = 11o ® H~ ~ 112 
Pc, Q M / 
[Q* P~ N 
P= [M* N" P2] 
oh les P,,i = 0, 1,2 sont des opdrateurs positifs contractants. Dans la mSme 
ddcomposition de l'espace H, les opdrateurs A, B et C s'dcrivent: (A) 0 0) / o0 0) 
A = 0 A~ 0 , B = 0 B~ 0 et C = 0 C~ 0 
0 0 A~ 0 0 B,_ \ 0 0 C, 
Comme la norme d'une matrice bloc est supdrieure ou dgale fi ia norme tie sa 
diagonalc ([5], p. 82), alors 
I IA - PII., 1> 
A() - P() 0 0 ) 
0 AI - PI 0 
0 0 A., - P, 
En appliquant le rdsultat de Bhatia et kittaneh et le Lemme !, on obtient 
IIA,, - Poll., >I I IA , ) -  0iH,, i i . , ,  I A, - P, I1., 
/> IIA, - BIH, I1.~ et IA2 - ~11.¢  >t I A2 - ! H211,. 
il rdsulte done que 
11.4 - e l  l ,  I> I .4 - 01H,, + BIH, ~;~ I H_,II ~. D 
2. Unicit~ dans |a classe de Schatten Cp 
Proposition 1. Soit A = B + iC un opOrateur normal tel que B >I I. Alors I est 
l'unique approximant positif contractant de A. en norme It" lip, 1 ~ p <~ ~.  
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Preuve. D'apr~s le Lemme 1, si B >i I, alors I est un approximant positif 
contractant de A en aortae ]I • llp. 
Supposons qu'il existe un op6rateur P, posit i f  contractant, tel que 
}IA-  Pllp = ] IA-  Ill,. Soit (ej) une base orthonorm6e constitu6e de vecteurs 
propres de l 'op6rateur normal A - I i.e. (A - l)ej = ~.jej,j = 1 ,2 , . . .  
On a 
IIA - l[]Pp = Z[~j l  p =[[d - Pi[~ >~ Z[ ( (A  - P)ej, ej)[ l' 
j J 
= Z I ( [ (A  - I )  + (I  -- P ) le j ,e j ) i  t' >1 ~-~I((A - I )e j ,e i ) l  p 
) / 
- ZI ,I", 
/ 
en remarquant que la dernibre indgalitd provient du fait que Re(~i) >/0 et que 
I - Pest  un opdrateur positif; on en ddduit donc qu'on dgalitd si et seulement si
((I - P)ej,ej) = O, pour tout j = 1,2 . . . .  d'o~a I = P. 
Remarque. Dans ie cas oh p = ~,  / n'est pas I'unique approximant positif 
contractant de A; prenons comme exemple (,+, 0) (0o) 
A= 0 2 - i  et P= 0 I " 
L'op~rateur Pest  positif contractant et 
IIA - Pll = I1,'1 - Ill. 
Comme cons(~quence, nous obtenons le thdoribme d'unicit6 suivant' 
Th~ori~me 2. Soient A = B + iC un op#rateur normal, F(.) ia mesure spectrale de 
i'op~rateur auto-adjoint Bet  H = Ho ~ Hi ~5.'~ H,., avec 
Ho=F( ] -~,O[ ) )H ,  H ,=F( [O, I [ )  et H,=F( [ I ,~c[ )  
Ah,'s O[Ho ~ B{HI .~,z~ IIH, " est I'unique approx#nant posit i f  contractant de ,4 en 
norme I1" lip avec I < p < zc. 
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